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М.М. ТКАЧУК 
 
АНАЛІЗ ВПЛИВУ МІКРОБУДОВИ НЕТКАНИХ МАТЕРІАЛІВ 
НА ЇХНІ МЕХАНІЧНІ ВЛАСТИВОСТІ  
 
У роботі розроблені методи розрахунку напружено-деформованого стану шляхом створення і застосування у практиці розрахунків нелінійних моде-
лей деформування мережевих матеріалів на основі мікромеханіки суцільного середовища. Описані нелінійні математичні моделі деформування 
матеріалів у вигляді хаотичної мережевої структури одновимірних фрагментів, які побудовані із залученням принципово нових підходів до опису 
фізико-механічних властивостей на мікрорівні статистичних наборів волоконних ланцюжків і просторової гомогенізації їх макровластивостей. 
Порівняно із традиційними моделями вони більш адекватно моделюють особливості деформування матеріалів у вигляді просторових хаотичних та 
упорядкованих мережевих структур, оскільки не залучають низки додаткових нефізичних гіпотез. Це створює принципово нові можливості не 
тільки для аналізу властивостей таких матеріалів, але й при створенні нових із заданими властивостями. 
Ключові слова: механіка деформівного твердого тіла; матеріал із мережевою структурою; гомогенізація; шлях максимального просування; 
нетканий матеріал  
 
Н.Н. ТКАЧУК 
 
АНАЛИЗ ВЛИЯНИЯ МИКРОСТРОЕНИЯ НЕТКАНЫХ МАТЕРИАЛОВ  
НА ИХ МЕХАНИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА  
 
В работе разработаны методы расчета напряженно-деформированного состояния путем создания и применения в практике расчетов нелинейных 
моделей деформирования сетевых материалов на основе микромеханики сплошной среды. Описаны нелинейные математические модели деформи-
рования материалов в виде хаотической сетевой структуры одномерных фрагментов, которые построены с привлечением принципиально новых 
подходов к описанию физико-механических свойств на микроуровне статистических наборов волоконных цепочек и пространственной гомогениза-
ции их макросвойств. По сравнению с традиционными моделями они более адекватно моделируют особенности деформирования материалов в виде 
пространственных хаотических и упорядоченных сетевых структур, поскольку не привлекают ряда дополнительных нефизических гипотез. Это 
создает принципиально новые возможности не только для анализа свойств таких материалов, но и при создании новых с заданными свойствами. 
Ключевые слова: механика деформируемого твердого тела; материал с сетевой структурой; гомогенизация; путь максимального продвиже-
ния; нетканый материал 
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ANALYSYS OF MECHANICAL PROPERTIES OF NON-WOVEN MATERIALS DEPENDING  
ON THEIR MICROSTRUCTURE   
Mechanics of deformable materials with network microstructure is a relevant and practically important field of research. Development of new analysis methods 
for the evaluation of the nonlinear behavior in the bulk of material with account for the internal microstructures such as  fibers poses a complex scientific 
problem that have not previously been given a complete and satisfactory solution. The advanced approach to the micromechanics of spatial network structures of 
elongated one-dimensional elements have been used to develop novel material models.  The corresponding numerical methods have been proposed to solve the 
obtained systems of equations. The new micromechanical approach to the elastic homogenization of permanently bonded networks accounts initial orientation of 
the fibers and introduces a vectorial variable for the microstretch. It distinguishes this model from the rest of the alternative theories that are based on a simplified 
representation of the network. A totally new concept of maximal advance paths have been proposed. This have led to a well-justified kinematical relation 
between micro- and macrodeformations. The obtained equation restricts kinematically admissible rotations and elongations of the fibers to the actual 
macroscopic deformation gradient. The variational principle of minimum averaged energy forms the equilibrium conditions for the network response and the 
homogenized response of the material. A fundamentally new mechanism of irreversible deformations and failure was introduced for the discrete models of  
nonwoven materials. It models the relative sliding of connected fibers and their consequent pull-out. The developed methods and models as well as the 
numerical analysis tools have been applied to a series of model and applied problems. The deformation behaviour of novel materials with network 
microstructures of one-dimensional elements has been determined. Macroscopical properties of these materials have been evaluated based on the special 
microscopic models and the homogenization methods. 
Keywords: solid mechanics; materials with network microstructures; homogenization; maximal advance path; nonvowen material 
 
Вступ. Для моделювання напружено-
деформованого стану (НДС)  елементів машин необ-
хідно розробляти нові, більш досконалі, моделі. Ця 
обставина диктується широким використанням і про-
гресуючою розробкою сучасних матеріалів, в т.ч. – 
нетканих. Традиційні моделі не підходять для опису їх 
поведінки. Крім того, сучасний феноменологічний 
підхід в цьому випадку є недостатнім, тому що дає 
інформацію тільки для конкретного типу матеріалу в 
заданих умовах роботи і у скінченному діапазоні на-
вантажень. У той же час перед механікою постають у 
цьому розрізі ширші завдання:  
• визначення тенденцій зміни фізико-
механічних характеристик залежно, наприклад, від 
складу і будови ланцюжків волоконних наповнювачів; 
• створення композиційних матеріалів із зада-
ними властивостями; 
• пояснення часто неочевидних тенденцій у 
зміні фізико-механічних властивостей матеріалів при 
зміні хімічного складу, температури, технології виго-
товлення тощо. 
Усі ці обставини висувають на перший план 
мікромеханічні підходи, які надають можливості роз-
рахунку фізико-механічних макрохарактеристик на 
основі розгляду поведінки мікроструктури матеріалу 
аж до моделей статистичної механіки волоконних 
ланцюжків. 
Однак розроблені до теперішнього часу підходи 
дають результати, що не повною мірою відповідають 
експериментальним даним і даним практичної 
експлуатації. Це пов'язано зі складнощами математич-
ного моделювання поведінки статистично представ-
ницьких ансамблів, наприклад, волоконних ланцюжків 
або ниток матеріалу в матриці та у взаємодії з іншими 
нитками (наприклад, у нетканих матеріалах). Таким 
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чином, розробка нових підходів та формування на їх 
основі нових нелінійних математичних моделей для 
більш адекватного опису фізико-механічних властиво-
стей матеріалів шляхом аналізу їхньої поведінки на 
рівні статистичної механіки ансамблів волоконних 
ланцюжків, ниток та мікрозерен є актуальною науково-
технічною проблемою. 
Аналіз існуючих моделей та методів дослі-
дження деформування матеріалів мережевої струк-
тури. Як зазначається у роботах [1–96], мережеві 
мікроструктури властиві багатьом матеріалам штучно-
го, а також природного походження. Еластомери [1], 
гідрогель і м'які біологічні тканини [2–4], біополімери 
[5–11], неткані матеріалі та піни [12–14] – усі ці 
матеріали на мікроскопічному рівні складаються з по-
довжених одновимірних елементів, які можна в цілому 
охарактеризувати як волокна, пробивні неткані матері-
али [15–17], термічно та хімічно поєднані неткані ма-
теріали [18–22] та мікропористі метали та полімери 
[23, 24]. Завдяки цій будові вони можуть набувати 
унікальних властивостей, здатності розтягуватися зі 
збереженням міцності [25–27]. Коли ці м'які матеріали 
піддаються макроскопічній деформації, відповідним 
чином деформується і мікроструктура. Сили, що ство-
рюються деформованими нитками, а також їх 
взаємодія всередині нерегулярної тривимірної мережі, 
складають макроскопічний відгук матеріалу, що у 
свою чергу визначається механічними напруженнями. 
Відповідно, знання про мікромеханіку випадкових ме-
реж є вкрай важливим для розуміння таких механічних 
властивостей, як еластичність, що демонструються 
вищевказаними м'якими матеріалами. Ці мережі, по 
суті, є дискретними механічними системами, де окремі 
волокна є основними структурними одиницями [28].  
Існуючі теорії та моделі випадкових мереж у 
літературі можна класифікувати за трьома категоріями 
[29–44]. Перша категорія містить у собі дискретні 
моделі, які відтворюють мікроструктуру в деталях. 
Такий підхід дає можливість досліджувати мережі 
різної природи і виявляти вплив різних специфічних 
явищ, таких як ентропійний та ентальпічній відгук во-
локон на осьове розтягнення або їх вигин [29–31], 
початкові внутрішні напруження [32, 33] або теплові 
флуктуації місць з'єднань волокон [34]. 
Моделювання мікромережі забезпечує глибоке 
розуміння мікроскопічних механізмів,  які 
відповідають  за загальну  макроскопічну  поведінку 
цих м'яких матеріалів. Тим не менш, вони часто вима-
гають великих обчислювальних витрат, а їх результа-
там властива статистична похибка, яка відрізняється 
від однієї випадково генерованої мережі до іншої. 
Альтернативний клас моделей [35–44], заснова-
ний на підході осереднення для опису випадкових ме-
реж. Вони зазвичай використовуються для обчислення 
поведінки матеріалу у скінченно-елементному 
моделюванні суцільних тіл. Ці теорії розглядають 
великі мікроскопічні мережі у термінах осереднених 
розподілів замість їх детальної дискретної будови. Зок-
рема, розглядаються розподіли величин, які описують 
мікродеформації мережі. Їх зв'язок із макроскопічною 
деформацією, яка є основним зовнішнім впливом на 
матеріал, є ключовим питанням, яке вирішується у цих 
осереднених моделях по-різному. Очевидне припу-
щення полягає в тому, що мікродеформації і 
визначувані статистичні розподіли змінюються за 
афінним співвідношенням згідно градієнту деформації 
твердого тіла. До такого підходу вдаються класичні 
теорії пружності каучука Куна і Грюн [35] або Трелоа-
ра і Рідінга [1], а також багато інших більш сучасних 
моделей еластомерів та інших волокнистих матеріалів.  
Завдяки простоті афінних співвідношень у ба-
гатьох випадках можливо обчислити осереднені на-
пруження як функцію макроскопічних деформацій у 
аналітичній формі. Крім вищезгаданих теорій 
пружності гуми, з яких безпосередньо випливають 
співвідношення неогукового матеріалу, можна навести 
приклад аналітичних моделей пружності і міцності для 
паперу [36].  
Одночасно з цим навколо афінної кінематики 
мікродеформацій волокон побудовано багато чисель-
них моделей, переважно об'єднаних загальним 
підходом. Він полягає в тому, що сукупність волокон у 
сітчастій мікроструктурі асоціюється із простором їх 
орієнтацій у деформованій конфігурації, так званій 
мікросфері [45]. Кожна окрема точка на цій сфері 
визначає одиничний вектор первинної орієнтації 
певної частки волокон у мікроструктурі. Якщо прийня-
ти припущення, що поведінка однаково орієнтованих 
волокон збігається, тоді всі мікроскопічні величини 
можна розглядати як однозначні функції, визначені на 
мікросфері. Так, наприклад, у межах афінної 
кінематики подовження волокон визначається як нор-
ма вектора орієнтації у метриці тензора деформацій 
Гріна. Такий підхід дає змогу визначати осереднений 
відгук матеріалу на деформації шляхом інтегрування 
на мікросфері енергії подовження волокон. Обчислен-
ня осереднених величин відбувається з використанням 
спеціальних квадратурних формул на одиничній сфері, 
таких як запропоновані у [46]. Квадратурні точки утво-
рюють у просторі орієнтацій дискретну структуру, яка 
наближає розподілену у всіх можливих напрямках сис-
тему волокон до оригінальної мікроструктури. Кожний 
окремий дискретний напрямок можна подати як скон-
центрований пучок волокон, який представляє певну 
частку сітки і має відповідну вагу у загальній 
структурі. 
Незважаючи на всі переваги простоти такого 
підходу, є досить очевидним, що обмеження афінними 
деформаціями є занадто жорсткими для неупорядкова-
них мереж з багатьма ступенями вільності. Про 
недосконалість використовуваних припущень свідчать 
також і експериментальні дані [47], а також результати 
дискретного моделювання випадкових мереж [30, 31]. 
Багато явищ і властивостей, притаманних м'яким тілам, 
жодним чином не узгоджуються з тим, що 
передбачається афінними мікромеханічними моделя-
ми. Зокрема, розбіжність із афінною теорією 
демонструє поведінка еластомерів при істотному одно-
осьовому і двовісних розтягненнях, адже вона не 
пояснює різниці границі, на якій відбувається різке 
зростання пружного модуля матеріалу між цими двома 
типами навантаження, яка спостерігається в експери-
ментах [43, 47, 48]. Ця обставина заважає використан-
ню неогуківської моделі за деформацій, що перевищу-
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ють 50%. Іншим прикладом може служити поведінка 
біологічних гелів, що складаються з напівгнучких во-
локон. Перехід від м'якого режиму цих матеріалів, 
пов'язаного з вигином волокон, до посилення пружного 
відгуку, коли волокна починають випробовувати 
поздовжнє розтягання, також не відповідає афінним 
припущенням, за якими волокна скорочуються або 
подовжуються за будь-яких ненульових деформацій 
[30–32, 49]. Для наведених прикладів розбіжність ек-
спериментальних спостережень із теоретичним про-
гнозом становить для афінної кінематики не просто 
кількісну відмінність, а й досягає якісного розриву. 
Істотна неафінність мікродеформацій у 
матеріалах з волокнистою мікробудовою викликана 
особливостями механічного відгуку волокон та їх 
взаємодії у мережі одночасно з неоднорідністю і 
нерегулярністю дискретної мікроструктури, що 
містить велику кількість ступенів вільності. Ця 
внутрішня свобода передбачає можливість для 
волоконної мережі слідувати макроскопічній 
деформації багатьма способами, відмінними від 
афінної траєкторії. Визначення адекватних 
кінематичних співвідношень становить головне зав-
дання мікромеханічних обґрунтованих моделей для 
м'яких матеріалів із мережевою мікробудовою.  
Існує кілька підходів до урахування неафінних 
деформацій мікроволокон. Найпростіші з них штучно 
подають матеріал у точці еквівалентною тривимірною 
структурою. Ця структура може складатися з трьох 
груп волокон, орієнтованих уздовж головних 
напрямків деформації [50], або чотирьох [51], спрямо-
ваних в кути піраміди, або восьми, розташованих на 
діагоналях куба, як було запропоновано Арруда і Бойс 
[39]. Остання набула найбільшого поширення завдяки 
простоті виразу щодо першого інваріанта тензора 
деформацій, а також високій точності наближення 
реальної поведінки гуми за малих і великих ушко-
джень. 
Проте, такі штучні конструкції, які подають 
деформації мереж, істотно обмежують коло властиво-
стей, які можна за їх допомогою змоделювати. Набага-
то більш універсальною виявилася відома неафінна 
модель мікросфери, яка була запропонована Міє та 
співавторами у роботі [45]. Ця модель розглядає пов-
ний простір орієнтацій волокон, однак, на відміну від 
раніше запропонованих підходів, при цьому 
відмовляються від прямих співвідношень між 
макроскопічною деформацією і мікроскопічними 
деформаціями волокон. Осьове подовження при цьому 
визначається як невідома функція на мікросфері 
орієнтацій, варіація якої обмежується кінематичними 
умовами зв'язку. Запропоноване кінематичне 
співвідношення засноване на феноменологічних 
міркуваннях без відповідного фізичного обґрунтування 
та містить штучний додатковий параметр.  
Для визначення невідомих мікродеформацій у 
рамках цього підходу застосовується принцип 
мінімуму, а саме за дійсні подовження волокон прий-
маються такі, які мінімізують осереднену енергію 
деформації сітки за умови виконання вищевикладеного 
кінематичного обмеження. У випадку гумоподібних 
матеріалів енергія розтягування макромолекулярних 
ланцюжків є опуклою функцією, отже, задача умовної 
мінімізації має єдиний розв’язок за будь-яких накладе-
них макродеформацій. Більш того, для запропоновано-
го кінематичного співвідношення в роботі [45] 
розв'язок можна отримати у замкненій формі незалеж-
но від моделі розтягування ланцюгів. Показово, що при 
певному значенні додаткового параметра цей вираз для 
розтягування виявляється ідентичним тому, який 
постулюється восьмиланковою моделлю [47]. 
Внаслідок  цього розв'язком, крім мінімуму 
осередненої енергії, також визначаються і осереднені 
механічні напруження, а також пружний модуль 
матеріалу за скінченними деформаціями. Усі ці вели-
чини обчислюються за відомими квадратурними фор-
мулами [46, 52, 53]. 
Завдяки досить гнучкому формулюванню 
неафінної моделі, в її рамках на додаток до осьового 
розтягування може бути урахування і поперечного 
стиснення полімерних ланцюгів за так званою трубною 
теорією пружності еластомерів, яка розглядає взаємні 
обмеження поперечного руху ланцюгів у полімерних 
мережах [54, 55]. З цією метою досліджуються додат-
кова кінематична величина стиснення мікротрубки, яка 
прив'язується до макроскопічних деформацій площин 
за допомогою співвідношень, аналогічних тим, які 
отримані в моделі для осьових розтягувань. Саме зав-
дяки цьому компоненту вдається відтворити характер-
ний S-подібний вигин кривої пружності, який демон-
струють натуральні та синтетичні каучуки. 
Також на мікросфері можуть визначатися й інші 
мікромеханічні змінні, за допомогою яких можуть бути 
описані різні властивості ланок та їх поведінка. Зокре-
ма, авторами оригінального підходу модель була по-
ширена на явища в'язкопружності [56], ефект пошкод-
ження Мюлліна [57] і пластичності [58–60]. 
Такі складні процеси, як ремоделювання м'яких 
тканин, простіше описуються у рамках восьмиланкової 
моделі, у яку додається змінна трансверсальної 
анізотропії [61, 62]. Для опису пружності кров'яних 
судин у роботі [63] використовується осереднення на 
мікросфері у межах афінної кінематики, причому 
анізотропія цих тканин подана неоднорідною 
щільністю розподілу орієнтацій різних типів волокон. 
У [64, 65] через зміни цього розподілу в часі 
визначається ремоделювання м'яких тканин. 
Афінна кінематика застосовується і у моделях ак-
тинових мереж, у яких додатково розглядається 
податливість з'єднуючих протеїнів [66] і відносне ков-
зання філаментів у з'єднаннях [67]. 
У роботах [68–70] явище кристалізації гуми при 
розтягуванні моделюється у межах повністю афінної 
кінематики, для кожної орієнтації пропонується 
одновимірна термодинамічна модель кінетики 
процесів, осередненими звичайними процедурами на 
мікросфері. Дещо інший підхід [44] передбачає певну 
ступінь неафінності деформацій, яка регулюється ок-
ремою складовою штрафу у записі енергії. У роботах 
[71] та [72]  використовують неафінну модель 
мікросфери Міє та ін. [45].  
Для моделювання в'язкопружної поведінки засто-
совуються як неафінні [73], так і афінні [74] моделі 
осереднення мереж. Разом із тим залишається приваб-
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ливою модель в'язкопружності Бекстром і Бойс [75, 
76], яка заснована на восьмиланковому поданні 
деформації. 
Мікромеханічні моделі пошкоджуваності 
гумоподібних матеріалів і біологічних тканин пере-
важно ґрунтуються на афінному розтягуванні волокон 
[31, 77]: волокна, орієнтовані ближче до напрямку го-
ловного навантаження, зазнають руйнування раніше 
інших волокон. 
Таким чином, у літературі натепер не існує 
єдиного підходу у моделюванні матеріалів з мереже-
вою мікроструктурою. Це призводить до необхідності 
розвитку нових підходів. Наприклад, як варіант у цій 
роботі пропонується подальше вдосконалення запро-
понованого варіаційного підходу до гомогенізації 
матеріалів з сітчастою будовою, пов'язаного з уточнен-
ням кінематичних мікро- і макроспіввідношень. У 
роботі [78] було запропоновано визначати 
мікродеформації волокон повним вектором подовжен-
ня, який, на відміну від попередніх моделей, обмежу-
вався тільки абсолютним скалярним значенням розтя-
гування. На додаток цей вектор містить інформацію 
про те, яким чином волокна повертаються (обертають-
ся) при деформації мереж. Було запропоновано нове 
кінематичне співвідношення, яким установлюється 
зв'язок між значеннями вектора мікродеформацій на 
мікросфері і макроскопічною деформацією матеріалу. 
При цьому воно отримало належне обґрунтування з 
боку статистичної теорії так званих шляхів максималь-
ного просування у випадковій мережі. У результаті 
отримані співвідношення явно враховують таку важ-
ливу властивість волоконних мереж, як їх поєднаність. 
Зокрема, для мереж із функціональністю чотири, 
відповідної хімічно зшитим молекулам еластомерів, 
отримана компактна тензорна форма кінематичного 
мікро-макрорівняння, яка має цілком зрозумілу 
інтерпретацію. У рамках цього підходу принцип 
мінімуму осередненої енергії призводить до 
неоднорідних неафінних мікродеформацій, розподіл 
яких залежить безпосередньо від властивостей ланок 
мережі та їхніх параметрів. Розподіл цих 
мікродеформацій на дискретизованій мікросфері 
отримується шляхом чисельного розв'язання нелінійної 
задачі умовної мінімізації. Осереднені механічні на-
пруження отримуються із розв'язку про визначення 
векторів осьових сил у волокнах. Перевагою такого 
підходу є найбільш точне з існуючих неафінних моде-
лей урахування механізму перерозподілу деформацій у 
мережі. 
Мета роботи – розвиток теоретичних засад ста-
тистичної механіки композиційних матеріалів і форму-
лювання математично строгих та фізично адекватних 
моделей поведінки множини мікрооб’єктів, що дефор-
муються та взаємодіють між собою, а також розроб-
лення варіаційних постановок задач дослідження таких 
статистичних ансамблів та нових моделей гомогеніза-
ції властивостей при переході з мікро- на макрорівень. 
Зокрема, мова йде  про неткані матеріали. У цьо-
му аспекті на розвиток робіт [78–90] розв’язуються такі 
задачі: 
1 – аналіз результатів експериментальних дослі-
джень нетканих матеріалів;  
2 – розроблення удосконаленої варіаційної поста-
новки задачі проковзування волокон; 
3 – аналіз деформування модельних мереж воло-
конних матеріалів. 
Аналіз  результатів експериментальних дослі-
джень нетканих матеріалів. Матеріал, якому надають 
форму волокон, часто демонструє набагато кращі ме-
ханічні властивості, ніж ті, що спостерігаються для 
суцільного тіла. Тонка (від кількох нанометрів до мік-
рометру) нитка демонструє, наприклад, значно вищу 
границю міцності на розрив порівняно зі стрижнем із 
того самого матеріалу. Це пояснюється, зокрема, мен-
шою щільністю дефектів, а також особливою кристалі-
чною структурою, якої набуває матеріал під час екст-
рузії. Саме це мотивує використання таких надзвичай-
но міцних волокон для створення структурних і функ-
ціональних матеріалів із підвищеними фізико-
механічними властивостями. Найбільш поширеним 
продуктом є різноманітні текстилі, серед яких останнім 
часом значну увагу посіли саме неткані текстилі. На 
відміну від тканої мережі, ці матеріали відрізняються 
випадковою, невпорядкованою мікроструктурою, у 
якій волокна поєднані між собою декількома можли-
вими способами. Експериментальні дослідження не-
тканих текстилів зосереджені саме на вивченні цієї 
мікробудови, визначенні механізмів пружної поведінки 
матеріалів та їхнього руйнування, вимірюванні механі-
чних властивостей для різноманітних існуючих марок 
текстилів, а також дослідних зразків. 
У роботі [19] було досконально досліджено дово-
лі поширений комерційний геотекстиль Typar® SF32 
виробництва DuPont™. Ці текстилі використовуються 
у будівництві дорожнього полотна, гідротехнічних 
споруд та дренажних систем, облаштуванні та укріп-
ленні схилів і берегів тощо. Цей матеріал виготовля-
ється з поліпропіленових волокон. Для підвищення 
ступеня кристалічності вони після екструзії зазнають 
додаткового розтягування. У результаті їхній діаметр 
досягає значень 40÷60 мкм. На виході неперервне во-
локно укладається випадковими витками у декілька 
шарів у площині полотна, утворюючи ізотропну мере-
жу, яка остаточно скріпляється за рахунок одночасного 
застосування тиску та нагріву. У місцях перетину част-
ково розплавлених волокон відбувається пайка, у ре-
зультаті чого утворюється сполучення між окремими 
відрізками волокон.  
 Дослідники в першу чергу виміряли механічні 
властивості самих волокон, для чого вони були, уни-
каючи пошкодження, відокремлені від суцільного по-
лотна. Зразки волокон були піддані осьовому розтяг-
ненню на вимірювальній станції за двох різних значень 
швидкості деформації 1.5 × 10−3 с−1 та 5.0 × 10−2 с−1, 
відповідно. Криві навантаження для першої серії ви-
пробувань наведені на рис. 1. Як видно, механічні вла-
стивості у вибірці збігаються надзвичайно щільно. За-
галом матеріал демонструє гіперпружний відгук та 
здатність розтягуватись до 100÷200%. Руйнування має 
крихкий характер, пластичні деформації не спостері-
гаються. Відповідно, ключовими властивостями мате-
ріалу є пружний модуль, границя міцності та подов-
ження при руйнуванні, осереднені значення яких пред-
ставлені в табл. 1. Слід зауважити, що порівняно з по-
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ліпропіленом у інших формах волокна демонструють 
майже на порядок вищу несучу здатність, що загалом 
стосується й інших напівкристалічних полімерів. Саме 
це дає можливість виготовляти з них легкі та міцні тек-
стилі. 
 
Таблиця 1 – Механічні властивості поліпропіленових 
волокон, виміряні у роботі [19] тестом на розтягнення за різ-
ної швидкості деформацій 
 
 
а 
     
б 
Рисунок 1 – Результати випробувань зразків  
виокремлених волокон, 
отримані в [19], за швидкості деформацій 1.5 × 10−3 с−1: 
а – інженерні напруження до номінальних деформацій; 
 б – дійсні напруження до логарифмічних деформацій 
 
Випробування власне натканих матеріалів було 
здійснено на прямокутних зразках розміром 100×200 
мм, вирізаних у напрямку вздовж та поперек рулону. 
Дві типові криві навантаження, отримані за швидкості 
деформацій 8.0 × 10−3 с−1, наведені на рис. 2. Автори 
дослідження [19] зазначили, що початковому нахилу 
передує короткий відтинок зміцнення відгуку. Воче-
видь, розпрямлення дещо викривлених початково во-
локон для набуття жорсткості мережі вимагає певного 
невеликого початкового розтягнення. У подальшому 
поведінка полотна є практично лінійно пружною. Мак-
симальна несуча здатність досягається за номінальних 
деформацій порядку 30–40%.  
 
 
 
Рисунок 2 – Типові криві навантаження зразків  
із нетканих матеріалів [19] 
 
Втрата спротиву до розтягнення, відповідно до 
спостережень, може відбуватися за двома сценаріями. 
За одним із них після проходження піка напруження 
знижуються поступово. Інша поведінка характеризу-
ється однією або декількома раптовими подіями, за 
яких напруження зазнають стрибка вниз на скінченну 
величину. Уявлення про картину руйнування матеріалу 
для цього випадку можна скласти з наведених на рис. 3 
зображень деформованого стану зразка у моменти ви-
пробування, що відповідають чотирьом точкам, відзна-
ченим на другій кривій.  
 
 
Рисунок 3 – Деформований стан зразка у моменти 
 (див. рис. 2) [19, 91]: 
a – 15%, b – 25%,  c – 46.5%, d – 47% 
 
Форма зразка по досягненні деформацій у 25% 
залишалась без значних відхилень від прямокутної, 
деформації в перерізі вздовж горизонтальної середин-
ної лінії на відтинку лінійно пружного відгуку полотна 
відрізнялися помітною однорідністю. Натомість, уже за 
розтягнення у 15–20% спостерігалось формування зони 
локалізації деформацій поблизу центра випробуваного 
зразка. Його розташування продиктоване флуктуація-
ми щільності волоконної мережі, які є неминучими під 
час виробництва нетканих матеріалів. Волокна лягають 
випадковим чином, на відміну від тканого полотна, ані 
відстань між ними, ані порядок не зберігаються. Ріст 
цієї зони розвинених деформацій призводить до втрати 
стійкості матеріалу за розтягнення в 47%. 
Швид-
кість 
дефор-
мації,  
×10-3 с-1 
Кіль-
кість  
випро-
бувань 
fE ,  
ГПа 
fσ , 
МПа 
fε  
1,5 15 1,7 ± 0,1 240 ± 10 1,4 ± 0,1 
5,0 8 1,9 ± 0,8 280 ± 10 1,24 ± 0,02 
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Рисунок 4 – Поведінка зразка за циклічних  
навантажень [19, 91] 
 
Доповнюють картину поведінки нетканого поло-
тна при розтягнені його випробування за циклічного 
навантаження, представлені на рис. 4. Характер вимі-
ряної кривої свідчить про пошкоджуваність матеріалу 
в результаті приросту деформацій. Кожен наступний 
цикл розтягнення демонструє менший нахил дотичної, 
тобто відбувається втрата пружної жорсткості матеріа-
лу. Крім того, спостерігаються залишкові деформації, 
які так само накопичуються, як і пошкоджуваність. 
Комбінація незворотних деформацій, а також втрата 
міцності відрізняє розглянутий матеріал від інших. 
Пластичність металів або пластиків пов’язана зі змі-
ною локального порядку в мікроструктурі. Гумоподіб-
ні матеріали, що демонструють ефект Мулліна, хоч і 
мають під час розвантаження слабший відгук із мен-
шими напруженнями, тим не менш повертаються до 
початкової форми після повного зняття натягу. Отже, 
природа поведінки нетканих матеріалів, подібних до 
Typar®,  має зовсім відмінне від них походження та 
базується на принципово інших мікроскопічних меха-
нізмах. Пошкодження мережі відбувається шляхом 
руйнування з’єднань або розриву самих волокон. Цей 
висновок підтверджується спостереженнями зміни 
мікробудови наприкінці здійснених циклів наванта-
ження. Відповідно до [19] відрив окремих волокон від 
мікромережі відбувається вже за незначного номіналь-
ного розтягу у 2,5%. Це відбивається на механічному 
відгуку матеріалу: із кожним повторним навантажен-
ням зведений модуль Ek матеріалу є меншим за почат-
кове E0 та попереднє Ek-1 його значення. При цьому 
найбільшу інтенсивність, як видно на рис. 4, б, процес 
пошкодження має на початкових циклах.  
За досягнення залишкового подовження близько 
10% жорсткість досліджуваного зразка на розрив зме-
ншується до 0.3 E0, тобто пошкодження досить швидко 
досягає значення 0.7. Матеріал тим не менш зберігає 
несучу здатність, пік напружень долається лише за 
додаткових деформацій, у результаті яких накопичення 
в мережі пошкоджуваності переважує інші чинники, 
які впливають на міцність полотна, в першу чергу, – 
витягування волокон вздовж напряму розтягу. Втім, 
навіть при зменшенні пружності текстилю в 10 разів і 
набутті 50% залишкового подовження, зберігається 
здатність витримувати до 30% максимального наван-
таження.  
Звертає на себе увагу гістерезис під час кожного 
розвантаження-навантаження. В експериментальній 
роботі [19] він пояснюється вигином у результаті втра-
ти стійкості волокон через скорочення полотна в на-
прямку поперек навантаження. Стверджується, що 
вони взаємодіятимуть за рахунок тертя з рештою де-
формованої мережі, в результаті чого вона поводиться 
непружно, не зазнаючи тим не менш ані додатково 
пошкоджуваності, ані істотних незворотних деформа-
цій. Слід зазначити, що математична модель, запропо-
нована в [91] на базі експериментальних досліджень, 
цього аспекту не враховує, і лише відтворює поведінку 
матеріалу під час простого монотонного навантаження. 
Для термічно поєднаних нетканих матеріалів та-
кож характерна істотна залежність відгуку від швидко-
сті деформації, як видно з рис. 5. За швидкоплинного 
навантаження  матеріал  витримує  більші подовжні 
напруження,  однак руйнується раптово за відносно 
невеликого подовження у 30–40%, тоді як за поступо-
вого повільного розтягування неткане полотно пово-
диться більш податливо й тягнеться до 70–80%, демон-
струючи максимальну несучу здатність у досить широ-
кому діапазоні деформацій. При цьому енергія, яку за 
руйнування поглинає матеріал, виявляється вдвічі бі-
льшою за випадку різкого розриву. За повільного нава-
нтаження волокна мають час для перерозподілу зусиль 
у мережі та переорієнтації, у результаті чого мережа 
пошкоджується більш рівномірно на більшій частині 
площі зразка, а не локалізується у вузькій смузі. Таким 
чином, руйнування значно більшої кількості термічних 
поєднань витрачає більшу механічну роботу.  
У роботі [92] було показано, що для обчислення 
квазістатичного відгуку мікромережі достатньо точною 
є проста модель когезії волокон у нормальному та до-
тичному напрямках. Ця модель реалізована в елемен-
тах з’єднань для стрижневих систем у стандартних 
скінченно-елементних пакетах на зразок ABAQUS. 
Процес відокремлення двох волокон у місці їхнього 
поєднання подається у вигляді реакції між вузлами, яка 
спочатку зростає із відстанню, а за досягнення границі 
міцності похило падає до нуля. Нахил співвідношення 
сила – переміщення за втрати міцності у з’єднанні в 
[92] уточнювався за допомогою процедури узгодження 
результатів моделювання та експерименту. Отримане 
єдине значення, що відповідає випадку повільного 
руйнування, що виключає явний вплив часу та швид-
кості процесу на відгук мережі.  
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Рисунок 5 – Залежність відгуку матеріалу від швидкості де-
формації [19, 91]: а – 10−4 с−1, б – 10−1 с−1 
 
Серед наслідків такого мікромеханізму руйнуван-
ня є незвична поведінка полотен, що мають нарізи на 
бокових кромках. Експериментальне дослідження [93] 
показало, що номінальна міцність таких зразків, тобто 
відношення максимального зусилля на розрив до ши-
рини, що залишається у місті розрізу, зростає відносно 
суцільного полотна такого ж розміру. Переорієнтація 
волокон на вістрі тріщини, утворення та розповсю-
дження зони руйнування термічних з’єднань, а також 
утворення містків з волокон, що висмикуються під час 
розкриття тріщини, зумовлюють більший опір матеріа-
лу із істотною дисипацією енергії. Тим не менш, несу-
ча здатність цього типу нетканих матеріалів не є без-
межною, адже вказаний спосіб поєднання волокон має 
чітко визначену границю міцності.  
Кращих механічних властивостей можна досягти, 
якщо замість крихких перманентних поєднань волокон 
скріпити їх шляхом сплутування. Найчастіше це здійс-
нюється точково, а не на всій площі полотна, за допо-
могою пробивних голок спеціальної форми або вузько-
го струменя води під високим тиском. У результаті 
цього утворюються дискретні вузли, що зшивають од-
разу велику кількість волокон в одному місці на всій 
товщині нетканого матеріалу. У такому випадку ціль-
ність мережі забезпечується силами тертя, що утворю-
ється в цих вузлах. Отримуваний механічний відгук до 
різних типів навантаження в цьому випадку є істотно 
відмінним від попередньо розглянутих матеріалів, що 
зумовлює їхнє широке застосування в різних областях 
включно із виконанням захисних функцій в техніці та 
спорядженні військового призначення. У першу чергу 
цим вони завдячують якісно новим мікроскопічним 
механізмам пружної та непружної поведінки волокон у 
нетканій мережі такого типу. 
У роботі [94] ці механізми досліджуються експе-
риментально на мікроскопічному та макроскопічному 
рівні для специфічного типу голкопробивного неткано-
го матеріалу. Мова йде про комерційний продукт 
Dyneema®Fraglight NW201. Це неткане полотно виго-
товляється з волокон надвисокомолекулярного полі-
етилену. Процес виготовлення передбачає вистилання 
відносно короткими нитками довжиною в 60 мм різно-
спрямованих пластів на поверхні, що рухається. Вже в 
цьому полягає відмінність від багатьох інших нетканих 
матеріалів, які утворюються з неперервного волокна.   
Товщина цих коротких волокон складає 11 мкм.  Укла-
дене  полотно  скріплюється  шляхом  пробивання   
масивом  шипованих голок,   яке  неодноразово  повто-
рюється.  Проникаючи в нашарування волокон, голки 
захоплюють та сплутують їх між собою. 
Утворюване полотно має товщину порядка 1.5 мм 
та поверхневу цільність 190÷220 г/м2. Випробування у 
[94] здійснювалися на зразках 100х100 мм2, які виріза-
лися у трьох різних напрямах. Перший напрям (MD) 
співпадає з тим, в якому полотно рухалося під час ви-
готовлення та було скручене в рулон. Інші два спрямо-
вані відносно нього перпендикулярно (TD) та під ку-
том в 45° (45°D). Подовжнє навантаження відбувалося 
зі швидкістю 0.1, 1 та 8 мм/с.  
 
 
 
 
Рисунок 6 – Характерні криві номінальних напружень для 
трьох зразків нетканого матеріалу в напрямку рулону (MD), 
перпендикулярному напрямку (TD) та під кутом в 45° (45°D), 
отримані при розтягненні [94] 
 
На рис. 6, 7 наведені криві зміни номінального 
напруження (діюча сила, віднесена до ширини зразка) 
відповідно до інженерного подовження (відношення 
подовження до початкової висоти зразка) за монотон-
ного та циклічного розтягування, отримані для швид-
кості деформації 0.01 с-1. Результати усіх випробувань, 
здійснених у роботі [94], наведені у табл. 2. Поведінка 
нетканого матеріалу характеризується початково лі-
нійним відгуком, який супроводжується різким зміц-
ненням та досягненням максимальної сили за досить 
значних розтягнень (від 50 до 120 %) і поступовою 
втратою тримкості.  
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Рисунок 7 – Крива номінальних напружень при монотонному 
(суцільна лінія) та циклічному (пунктир) розтягненні  
уздовж напрямку TD [94] 
 
Значення кількісних показників з табл.  2, таких 
як верхня границя міцності, подовження при максима-
льному навантаженні та питома робота розтягнення 
матеріалу, свідчать про істотну анізотропію нетканого 
текстилю. Так, зокрема, у напрямку рулону (MD) мате-
ріал є більш податливим: може значно більше розтягу-
ватись та вимагає значно менших для цього зусиль. 
Водночас у поперечному напрямку (TD) полотно має 
найбільшу міцність, хоча й розтягується не так сильно. 
Зразки, вирізані під кутом 45°, відповідно, демонстру-
ють проміжні властивості відносно попередніх двох 
випадків.    
 
Таблиця 2 – Механічні властивості нетканого матеріалу 
при поздовжньому розтягненні  залежно від орієнтації та 
швидкості деформації [94], кН/м 
 
Швид-
кість де-
формації, 
с-1 
Орієнтація max
S , 
кН/м 
maxε  
Питома робо-
та розтягнен-
ня матеріалу, 
кН/м 
0, 01 MD 12,9±0,8 1,22±0,07 8,7±1,8 
0, 01 TM 37,1±4,4 0,59±0,04 16,6±2,6 
0, 01 45°D 21,8±0,5 0,84±0,01 15,7±4,6 
0, 08 MD 14,5±0,7 1,25±0,07 9,9±1,5 
0, 08 TD 35,7±0,7 0,55±0,01 16,1±2,8 
 
Відгук зразків, підданих циклічному навантажен-
ню, значно доповнює уявлення про властивості та при-
роду поведінки нетканого матеріалу. Як видно на 
рис. 7, навіть за незначних розтягнень деформації ма-
ють незворотний характер. Таку поведінку можна оха-
рактеризувати як пластичну. Вона пов’язана із проков-
зуванням волокон у мережі полотна відносно одне од-
ного та в першу чергу – повз вузли. Для цього необхід-
но подолати сили тертя, які утримують волокна у міс-
цях з’єднання. За рахунок того, що окремі порції воло-
кон, які висмикуються через вузли, подовжують най-
більш навантажені сегменти, орієнтовані вздовж на-
пряму розтягування тканини, виникає  залишкове по-
довження зразка.   
Також за  рахунок  переорієнтації  волокон у ме-
режі пружне розвантаження на кожному циклі відзна-
чається доволі крутим нахилом кривої напруження. 
Процес подовжнього ковзання зрештою призводить до 
повного висмикування кінців волокон та остаточного 
розплутування вузлів. Таким чином, пластична течія 
матеріалу супроводжується також  пошкоджуваністю,  
яка розпочинається раніше,  ніж матеріал  досягає межі 
тримкості, та продовжується до повного його руйну-
вання. Завдяки такому механізму деформації цей тип 
нетканих матеріалів має надзвичайно високу здатність 
поглинати енергію удару,  що обумовлює  його засто-
сування  для балістичного захисту. На відміну від тер-
мічно скріплених нетканих текстилів, дисипація енергії 
відбувається впродовж усього процесу висмикування 
окремих волокон з численних вузлів, а не під час одно-
разового руйнування місця перманентного з’єднання. 
До того ж зона пошкодження за пластичних деформа-
цій займає значну площу зразка, що розтягується. Це, 
зокрема, видно з наведених на рис. 8 результатів циф-
рової обробки зображень деформованих зразків, які 
дають змогу визначити розподіл деформацій. Звертає 
на себе увагу форма, яку приймають від самого почат-
ку прямокутні зразки, а саме її вузька «талія». Попере-
чне скорочення при розтягненні в напрямку рулону 
складає понад 70%. При цьому переважна частина во-
локон виявляється орієнтованою в напрямку розтяг-
нення, що значною мірою позначається на тримкості 
матеріалу. У місцях локалізації пошкодження на за-
ключних етапах розтягнення, що передували руйну-
ванню зразка, добре видно, що мережа стає набагато 
менш щільною через те, що волокна висмикуються по 
обидві сторони від розриву. 
Вочевидь, незвичайним властивостям та поведін-
ці, що спостерігаються, матеріал Dyneema ® Fraglight 
завдячує внутрішній будові та мікроскопічним механі-
змам деформації волоконної мережі. Обидві ці складо-
ві також були детально досліджені в роботі [94]. По-
перше, було встановлено, що у первинному стані оріє-
нтація волокон є однорідною у всіх напрямках. Місця 
пробиття голками мають невпорядкований розподіл, як 
можна судити з рис. 9, а їхню щільність було оцінено 
як 13–14 г на см2. Тим не менш, анізотропія цього ма-
теріалу має бути пов’язана з певним структурним фак-
тором. 
Головні напрями, в яких спостерігається неодно-
рідність поведінки полотна, пов’язані з процесом його 
виготовлення. Пробивний інструмент розташовується 
поперек протягування полотна уздовж виробничої лі-
нії, отже, насправді розподіл  точок з’єднання  в пло-
щині є не повністю випадковим, а зберігає деякий по-
рядок. Експериментально, тим не менш, цю особли-
вість будови матеріалу важко відслідкувати.  
Другий аспект, який було досліджено, полягає у 
фізичних властивостях волокон та їх з’єднань. Виокре-
млені з нетканої мережі волокна марки SK75 Dyneema 
продемонстрували лінійно  пружну  поведінку  безпо-
середньо до крихкого руйнування, яка характеризуєть-
ся наступними параметрами матеріалу: пружний мо-
дуль Ef = 39.7 ± 8.9 ГПа, міцність при одноосному роз-
тягненні σf = 2.45 ± 0.75 ГПа, подовження при розриві 
εf = 4.80 ± 1.05%. Можна помітити, що здатність до 
розтягнення самих волокон є значно меншою, ніж ті 
деформації, яких може зазнавати виготовлений із них 
нетканий текстиль.  
ISSN 2079–0775 
Вісник Національного технічного університету «ХПІ». Серія: Машинознавство та САПР. № 1. 2020                              107 
 
 
 
 
 
Рисунок 8 – Розподіли логарифмічних деформацій в напрям-
ку розтягнення за різних величин відносного подовження 
зразків залежно від їхньої орієнтації [94]:  
a – MD, 80%; b – MD, 100%; c – MD, 140%; d – TD, 50%;  
e – TD, 70%; f – TD, 85%; g – 45D, 30%;  
h – 45D, 55%; i – 45D, 110% 
 
 
 
Рисунок 9 – Оптична мікрографія точок  
пробиття голками [94] 
 
Як уже зазначалося вище, таке можливо виключ-
но через наявність відносного проковзування волокон, 
яке не супроводжується їхнім пошкодженням. Для оці-
нки сил тертя та міцності з’єднань, які утворюються 
шляхом сплутування волокон у вузли під час пробиття 
голками повсті, експериментальне дослідження [94] 
включало в себе також випробування текстилю на ви-
смикування волокон. Було встановлено три різновиди 
відгуку волокна на відокремлення його з мережі, пред-
ставлені характерними діаграмами «сила-
переміщення»  на рис. 10. Деяким із волокон вистачає 
доволі незначного зусилля порядку 10 мН для того, 
щоб подолати сили тертя, що їх утримують. Подальше 
висмикування вимагає все менших зусиль, адже у по-
дальшому частина волокна, що залишається в полотні 
та контактує з іншими волокнами, постійно зменшу-
ється. Легкість, з якою ці волокна залишають мережу, 
пояснюється тим, що вони уникли значного сплуту-
вання у вузлах практично по всій своїй довжині.  
 
 
 
 Рисунок 10 – Три типові картини залежності відстані  
відокремлення від величини сили під час  випробування  
текстилю на висмикування окремих волокон [94] 
 
Ті ж із волокон, які були захоплені голками та 
сплутані принаймні в декількох місцях, демонструють 
зовсім іншу поведінку. Їхнє витягання супроводжуєть-
ся проковзуванням повз вузли, яке вимагає значно бі-
льших зусиль у діапазоні 30–60 мН. Більш того, всякий 
раз, коли один із кінчиків повністю проходить через 
вузол, відбувається різке розвантаження волокна, адже 
на звільненій ділянці волокна зникає сила, яка до того 
витягувала його. Ці стрибки зусилля висмикування 
добре видно на середній кривій на рис. 10. Наприкі-
нець, значна частина волокон виявляється надто істот-
но вбудованими в мережу. Таке можливе, наприклад, 
якщо в процесі виготовлення текстилю вони багатора-
зово закручуються навколо вузлів та інших волокон. 
Це призводить до того, що зростання зусилля вздовж 
волокна не здатне подолати сили тертя, тож з’єднання  
виявляються надзвичайно міцними та не дозволяють 
жодних проковзувань.  
У середньому енергія, яка дисипується на одини-
цю довжини висмикнутого волокна, оцінена в межах 
від 9.7 мДж/м за швидкості 0.01 мм/с до 18.1 мДж/м за 
швидкості 1.0 мм/с. Слід зауважити, що в осередненій 
моделі [95], побудованій на базі цих спостережень, 
параметри міцності з’єднання волокон та дисипації 
енергії були задані не постійними, а змінюваними, від-
повідно до чинників поточного напружено-
деформованого стану.  
Інкрементальна варіаційна постановка задачі 
проковзування волокон. Раніше [80] в межах механі-
ки стандартних дисипативних систем були отримані 
еволюційні рівняння, які визначають відносне ковзання 
волокон із тертям у вузлах. Для чисельного розв’язання 
цих співвідношень пропонується наближення, яке при-
зводить до інкрементальної варіаційної постановки. 
Загальне її формулювання полягає в тому, що стан сис-
теми на кожному наступному кроці навантаження в 
часі tn визначається інкрементальним потенціалом  [96] 
( ) [ ]∫+γ+ φ+ψ=
1
1 inf
n
n
t
t
n dtW &R ,                   (1) 
що є результатом екстремальної течії γ(t), яка мінімізує 
приріст внутрішньої енергії та додану дисипацію 
вздовж шляху навантаження за початкових умов 
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n
tn γ=γ  на проміжку часу [tn, tn+1]. За цим квазіупруж-
ним потенціалом можна обчислити осьові сили уздовж 
волокна як похідну до змінних видовжень, а саме  
 ( )11 ++ ∂= nn W RN R    (2) 
 
Історія навантаження враховується за попереднім 
значенням змінних стану γn, а екстремальна течія, за 
якої досягається мінімум у виразі (1), у свою чергу ви-
значає оновлене значення γn+1 цієї змінної у кінці кро-
ку. Наближено рівняння проковзування можна проін-
тегрувати за неявною схемою Ейлера, що дає  таке 
співвідношення:  
 
_
1
jj
njnj γ∆−γ∆+γ=γ +
+
, (3) 
де 1+±± λ∆=γ∆
n
jj t . 
Використовуючи тотожність (3), можемо обчис-
лити дисипацію на цьому кроці 
 
∑∫
±
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j j
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1
1
1, .            (4) 
 
З урахуванням цих наближень остаточно прихо-
димо до такої задачі математичного програмування 
відносно невід’ємних інкрементів змінних стану у сис-
темах ковзання: 
 ( )
inf;
,,
1,
111
 →+ψ−
−γψ=

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

 γ∆
±
±
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+++
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W RR
         (5) 
 
0;0;0
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=γ∆≥γ∆≥ ±± j
hjj
hj WW .             (6) 
 
Залежно від вибору умов проковзування та відпо-
відно функцій cj отримуємо за кожного окремого на-
ближення множини активних систем ковзання систему 
лінійних або нелінійних рівнянь відносно невідомих 
проковзувань ±γ∆ j . 
Чутливість розв’язку цієї задачі до актуальних 
змінних видовження на поточному кроці повністю уз-
годжується зі співвідношенням (2), що дає підстави 
обчислювати осьові сили не за повною, а за частинною 
похідною наближеного інкрементального потенціалу 
 ( ) [ ]
.
,
1
,,,
1
hn
A
hhn
W
WWW
R
RRR
N
R
=⇒
⇒γ∆+=∂
+
∈α
αα
+ ∑
       (7) 
 
Це істотно полегшує визначення дотичної матри-
ці жорсткості усіх сегментів волокна 
 ( )
.
,
1
,,,
12
h
AA
hh
A
h
n
WWWW
WK
RRRR
RR R
−
αβ
+




−=
=∂=
.  (8) 
 
Отримана одновимірна модель ковзання волокна 
може бути реалізована у вигляді дискретного елемента, 
зображеного на рис. 11.  
 
Рисунок 11 – Дискретний елемент волокна із ковзанням у вузлах 
 
Вектор нев’язки цього елементу збирається з ура-
хуванням скалярних значень осьових сил Ns, обчисле-
них за виразами (2) та (7), а також орієнтаціями ланок 
волокон 
s
sRe
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Матриця жорсткості, у свою чергу, збирається зі 
складових двох типів:  
по-перше, для кожної ланки s додається діагона-
льний блок 
{ } ,, 


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s
R
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    (10) 
де ss eeπs ⊗−= 1 ; 
по-друге, для кожної пари ланок s і t заповнюють-
ся наступні блоки у відповідних частинах повної мат-
риці 
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де ssst ee ⊗=τ . 
Отримана дискретно-елемента модель дає мож-
ливість обчислювати пружно-пластичну поведінку 
нетканих матеріалів із тертям у вузлах, незворотні де-
формації в яких відбуваються внаслідок відносного 
ковзання волокон. Однак слід зауважити, що цей про-
цес неодмінно призводитиме до висмикування кінчиків 
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волокон із вузлів кожного разу, коли величина ковзан-
ня у крайньому вузлі досягатиме початкового значення 
довжини цього вільного кінчика. При цьому миттєво 
порушується зв'язок у мережі, адже ланка, що поєдну-
вала цей вузол із сусіднім, сама перетвориться на віль-
ний кінчик, під'єднаний до мережі лише з одного боку 
та вільний від навантажень.  Пропонується врахувати 
це явище у моделі таким чином, як показано на рис. 12.  
 
 
 
Рисунок 12 – Моделювання механізму висмикування шляхом  поступового розвантаження розірваної ланки 
 
Кожного разу, коли встановлюється перевищення 
значення ковзання наявної величини вільного кінчика, 
значення осьової сили цього розірваного зв’язку змен-
шується поступово на величину  
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на кожному наступному кроці. Кількість кроків обира-
ється з практичних міркувань в межах від 4 до 10 задля 
забезпечення стійкості чисельного розв’язання.  
Вочевидь, такий підхід є наближеним, адже кож-
не висмикування у дійсності призводить до миттєвого 
вивільнення енергії висмикнутої ділянки волокна, що 
розсіюється у нетканому полотні динамічно. Однак, 
квазістатичне наближення продемонструвало повну 
адекватність та достовірність, що демонструється далі 
такими прикладами. 
Аналіз деформування модельних мереж воло-
конних матеріалів. Розглянемо три модельні системи, 
зображені у табл. 3–5. Позначимо їх умовно як I – 
(табл. 3, рис. 13, а), K – (табл. 4, рис. 13, б) та H–
мережа (табл. 5, рис.13, в).  
Перша складається з двох волокон, розташованих 
вертикально та пов’язаних між собою у вузлі з одного 
боку, та затиснених у затискачах з інших боків. Зі збі-
льшенням вертикального переміщення верхнього зати-
скача обидва волокна подовжуватимуться, доки осьові  
сили в них не досягнуть межі тривкості вузлового 
з’єднання. Межа проковзування встановлена для цих 
волокон дещо відмінною задля того, щоб уникнути 
невизначеності того, яке саме з них почне вислизати.  
У наведеному прикладі менше значення сили тер-
тя надано верхньому з двох волокон, тож у певний мо-
мент воно почне видовжуватися за рахунок довжини 
вільного кінчику. Ефект від цього можна спостерігати 
на кривій «сила – переміщення» для цієї моделі у 
табл. 3. Після початкової лінійно пружної ділянки зна-
чення сили встановлюється на постійному рівні, що 
відповідає межі тертя у вузлі для волокна, яке починає 
ковзати. Цей відтинок продовжується до моменту, ко-
ли край вільного кінчика досягає вузла і він висмику-
ється з нього. Внаслідок цього отримуємо стрімке па-
діння сили до нуля.  
 
 
 
 
а 
 
б 
 
в 
 
Рисунок 13 – Зусилля розтягнення модельної:  
а – I–мережі із двох волокон; б – H-мережі із трьох волокон; в – K-мережі із двох волокон 
 
 
( )NF  
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Таблиця 3 – Розтягнення модельної I–мережі із двох волокон* (деформація мережі) 
 
    
    
Примітка: *  –  
 
 Таблиця 4 – Розтягнення модельної H-мережі із трьох волокон* (деформація мережі) 
 
 
   
 
   
 
 
  
 
Примітка: *  –  
 
Модель K-мережі також складається із двох воло-
кон. Однак вони поєднуються між собою посередині, 
на відміну від попереднього випадку. При цьому вільні 
кінчики кожного з волокон виявляються затисненими. 
Внаслідок того, що два коротких сегменти кожного із 
сегментів є вертикально розташованими, а більш довгі 
мають нахил, у них виникають різні за величиною 
осьові сили, як видно з табл. 5.  
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Таблиця 5 – Розтягнення модельної K-мережі із двох волокон* (деформація мережі) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Примітка: *  –  
 
 
Тільки-но різниця між цими силами досягне межі 
тривкості сил тертя у вузлі, короткі ділянки почнуть 
видовжуватися за рахунок довгих. На відгуку мережі 
це відобразиться у вигляді переходу у пружно-
пластичну ділянку кривої сили-переміщення. Зважаю-
чи на те, що усі вільні кінчики волокон у цій моделі є 
затисненими, їхнього висмикування не відбуватиметь-
ся, тож сила зростатиме необмежено. 
Можна зауважити, що перебудова мережі, 
пов’язана із перерозподілом довжин волокон, призво-
дить врешті до її зміцнення. Можна спостерігати, що 
нахил кривої навантаження збільшується із наближен-
ням волокон до X-подібної конфігурації за великих 
значень переміщень. При цьому швидкість відносного 
ковзання асимптотично уповільнюватиметься, що 
ближчими ставатимуть довжини відтинків волокон 
одне до одного. Врешті, руйнування такої мережі може 
відбутися лише внаслідок розриву самих волокон. За-
лежно від межі їхньої тривкості це відбудеться або іще 
на пружному відтинку кривої відгуку, або після попе-
редньої пластичної деформації. 
Модель H-мережі демонструє поступовий харак-
тер втрати цілісності мережі. У цій моделі починають 
ковзати два верхніх волокна. Тільки-но перше з них 
висмикується із мережі, відбувається повне розванта-
ження певної частини мережі. Однак, як видно із 
табл. 4, при цьому зусилля не зникає повністю, адже в 
мережі залищаються навантажені ділянки. Отже, разом 
із пошкодженням мережі паралельно продовжується її 
подальше пластичне деформування. У реальній мере-
жі, що складається не з трьох, а з десятків і сотень ти-
сяч волокон, цей механізм пояснює осереднену криву 
пружно-пластичного відгуку із пошкодженням, яка 
спостерігається в експерименті. Цю ж поведінку від-
творюють і подальші повномасштабні моделі зразків 
нетканого матеріалу, аналіз яких міститься далі. 
Аналіз результатів моделювання деформуван-
ня мережевих матеріалів. Перед тим, як навести ре-
зультати моделювання реальних зразків нетканих ма-
теріалів, звернімо увагу на наступне питання, яке по-
стає із аналізу поведінки модельних прикладів трьох 
мереж. Питання полягає в тому, чи виключає скінченна 
тривкість з’єднання волокон у вузлах їхньому наван-
таженню понад власну межу міцності волокон. Для 
відповіді на нього наведемо схематично схему макси-
мального навантаження довгого волокна, наведену на 
рис. 14. Якщо сили тертя у крайніх відтинках волокна 
не перевищують величини YN∆ , а вільні кінчики є 
ненавантаженими, то за будь-яких обставин осьове 
зусилля у цих ланках не може перевищувати цю вели-
чину. Знову ж таки, з тих самих міркувань наступна за 
нею ланка навантажується силою, не більшою за 
2 YN∆ , і так далі. Отже, максимальне зусилля, що мо-
же виникнути будь-де у мережі, обмежене щільністю 
з’єднань, тобто максимальною кількістю вузлів уздовж 
одного волокна. Виключення становлять лише ті воло-
кна, обидва кінчики яких виявляються затиснутими, 
що можливо лише для малих зразків, розміри яких є 
меншими за довжину волокон.  
Якщо звернутися до експериментальних даних, то 
виявляється, що подовження за розриву волокон не-
тканих матеріалів, що використовуються для балістич-
ного захисту, складають від 3.5% до 6% (рис. 15) [94]. 
Одночасно із тим, ці матеріали можуть зазнавати роз-
тягнень у 50%–100% залежно від розмірів та орієнтації 
зразків. Отже, можемо зробити висновок, що відносне 
ковзання волокон у таких мережах є саме тим механіз-
мом, який запобігає розриву волокон, та натомість дає 
змогу мережі деформуватися пластично.  
Такі висновки підтверджуються результатами мо-
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делювання зразків нетканих матеріалів із ізотропними 
мережами, що було здійснено із використанням запро-
понованої чисельної дискретно-елементної методоло-
гії. 
 
Рисунок 14 – Межа навантаження волокон у мережі із тертям у вузлах 
 
 
Рисунок 15 – Діаграма деформування волокна  
високомолекулярного поліетилену балістичного  
нетканого матеріалу, що крихко руйнується  
за видовження 3.5% [94] 
 
На рис.  16 та 17 (за параметрами fL = 50 мм, 
а = 100 мм, b = 100 мм, ( )2)/( fLL ⋅Ω = 100, knotsd = 
= 5 мм ) наведено поведінку ідентичних за розмірами та 
будовою зразків нетканої мережі, що відрізняються 
значенням межі тривкості вузлів. У першому випадку 
вона становить величину, що відповідає зусиллю у 
волокні за його відносного видовження 2 %. А у дру-
гому випадку вона є вдвічі меншою, тобто волокна 
починають ковзати за видовження, що складає лише 
1 %. 
Можемо спостерігати криву відгуку, яку раніше 
було передбачено: пружно-пластичне навантаження із 
поступовим розвантаженням. За меншого тертя воло-
кон максимальне зусилля розтягнення зразка є непро-
порційно меншим. Одночасно із тим, руйнування ма-
теріалу внаслідок втрати цілісності мережі у цьому 
випадку є більш поступовим та продовжується за бі-
льших деформацій. У цілому, характер обчисленого 
відгуку повністю збігається із експериментальними 
спостереженнями, наведеними на рис. 7.  
Інша важлива обставина, яку відтворює обчислю-
вальна модель нетканої мережі, стосується залежності 
жорсткості відгуку від розмірів зразка. 
Як видно на рис. 18, 19, короткі зразки демон-
струють більш жорстку поведінку. Що меншою є від-
стань від затискачами, то меншою є кількість проков-
зувань у мережі. Відповідно, такі зразки деформуються 
лише незначною мірою та переважно пружно і руйну-
ються шляхом розриву, а не висмикування волокон. Ці 
результати дають підстави використовувати запропо-
новані моделі для дослідження впливу вирізів різної 
форми на міцність нетканих матеріалів. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Рисунок 16 – Крива навантаження  
при розтягненні прямокутного 
 зразка нетканого матеріалу  
за різної межі сил тертя у вузлах 
 
 
 
 
 
Рисунок 17 – Деформації нетканої мережі при розтягненні прямокутного  
зразка нетканого матеріалу за різної межі сил тертя у вузлах: 
а – EANY /∆  = 0,02,  , б: EANY /∆  = 0,01 
EANY /∆  = 0,01 
EANY /∆  = 0,02 
 
а 
б 
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Рисунок 18 –  Деформації нетканої мережі при розтягненні прямокутних зразків нетканого матеріалу з параметрами fL = 50 мм, а 
= 100 мм, ( )2)/( fLL ⋅Ω = 100, knotsd = 5 мм, EANY /∆  = 0,02,  
що розрізняються між собою висотою: а – b  = 25 мм б – b = 50 мм 
 
 
а 
 
б 
 Рисунок 19 – Крива навантаження нетканої мережі при розтягненні прямокутних зразків нетканого 
 матеріалу з параметрами fL = 50 мм,  а = 100 мм, ( )2)/( fLL ⋅Ω = 100, knotsd = 5 мм, EANY /∆  = 0,02,  
що розрізняються між собою висотою: а – b  = 25 мм; б – b = 50 мм 
 
Висновки. Розрахунково-експериментальні до-
слідження деформування нетрадиційних мережевих 
матеріалів та їхнього напружено-деформованого стану, 
здійснені та  описані у роботі, дають значний обсяг 
матеріалу для  співставлення відповідних результатів 
та формування таких висновків.  
1. Результати експериментальних досліджень по-
ведінки волоконних матеріалів, що мають просторову 
мережеву структуру, перебувають у повній якісній та 
задовільній кількісній відповідності. Аналіз результатів 
експериментальних досліджень нетканих матеріалів та 
їхнє порівняння з дискретними моделями випадкових 
двовимірних мереж свідчать про те, що запропоновані 
механізми деформування якісно пояснюють особливо-
сті відгуку цих матеріалів. Зокрема, підтверджується 
висновок про істотну неоднорідність розподілу дефор-
мацій волокон, частина з яких залишається ненаванта-
женою, допоки мережа не випрямиться достатнім чи-
ном. Форма розтягуваних прямокутних зразків у першу 
чергу пояснюється конфігурацією шляхів розповсю-
дження осьових сил, що вміщує в себе вигнуті арки, 
утворювані уздовж вільних країв прямокутника. Не-
зворотні деформації при цьому повністю пояснюються 
відносним проковзуванням волокон та їхнім висмику-
ванням із вузлів. При цьому міцність матеріалу 
пов’язується не з міцністю окремих волокон на розрив, 
а саме із межею супротиву сил тертя їхньому проков-
зуванню у місцях сплетіння. З іншого боку, точна кіль-
кісна оцінка властивостей нетканих матеріалів вимагає 
залучення дискретних моделей із десятками тисяч сту-
пенів вільності. 
2. Здійснені розрахунково-експериментальні до-
слідження продемонстрували повну відповідність реа-
льної поведінки матеріалів із мережевою структурою 
та інших мережевих матеріалів із тією, що прогнозова-
на на основі чисельних досліджень. Зокрема, за порів-
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няння результатів досліджень нетканих матеріалів 
установлена повна відповідність тенденцій зміни конт-
рольованих величин за варіювання певних параметрів 
досліджуваних об'єктів. Так, фізико-механічні характе-
ристики досліджених нетрадиційних матеріалів визна-
чаються із похибкою на рівні до 10÷12 %. Це є підтве-
рдженням адекватності розроблених методів та моде-
лей досліджень, а також обґрунтованості рекомендацій, 
здійснених на основі одержаних результатів. 
3. Співставлення результатів чисельних та експе-
риментальних досліджень дає можливість  верифікува-
ти  параметри  розрахункових моделей. 
Усі зазначені вище особливості та закономірності 
свідчать про узгодженість результатів здійснених та 
описаних чисельних та  експериментальних дослі-
джень. Тут потрібно відзначити три наступні аспекти: 
1) вкрай важливим є повна якісна відповідність 
результатів чисельних та експериментальних дослі-
джень, зокрема, за макровластивостями мережевих 
матеріалів. Також важливо, що чисельно відтворюють-
ся ті ж ефекти, що спостерігаються експериментально, 
проте іншими моделями – не відтворюються; 
2) що стосується кількісної відповідності резуль-
татів чисельних  та експериментальних досліджень, то, 
зважаючи на новизну об’єктів аналізу, вона задовільна; 
наприклад, властивості нетканих матеріалів, отримані, 
з одного боку, чисельно, а, з іншого, – експеримента-
льно, відрізняються, як зазначено вище, всього на 
10÷12 %;   
3) також важливим аспектом є повна відповід-
ність реакції досліджуваних матеріалів та зразків на 
варіювання тих чи інших чинників. 
Таким чином, підтверджується:   
• адекватність математичних мікромакромеханіч-
них моделей деформування мережевих матеріалів фі-
зичній реальності;  
• коректність чисельних  моделей  та збіжність 
розроблених методів розв’язання систем 
розв’язувальних  співвідношень;  
• точність отриманих результатів чисельного мо-
делювання та обґрунтованість розроблених на їх основі 
результатів. 
Запропоновані нові підходи і основи теоретичних 
досліджень, створені  мікромакромеханічні моделі не-
традиційних мережевих структур та матеріалів, а також 
побудовані засоби досліджень у вигляді чисельних 
моделей і програмних модулів мають пряме застосу-
вання при вирішенні прикладних проблем механіки 
деформівного твердого тіла, а також на підприємствах 
загального і транспортного машинобудування. 
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